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ABSTRAK 
Penelitian ini bertujuan untuk menentukan kebijakan pemanenan optimal yang 
akan memberikan keuntungan maksimal dan populasi yang dipanen tetap akan 
lestari. Dalam memaksimalkan nilai sekarang dari fungsi keuntungan digunakan 
prinsip maksimal Pontryagin.hasil penelitian menunjukkan bahwa dengan 
menggunakan prinsip maksimal Pontryagin, diperoleh lintasan usaha pemanenan 
optimal yaitu         dan         yang memberikan keuntungan maksimal 
sebesar          dan titik ekuilibrium     yang tetap stabil asimptotik. 
 
Kata kunci: Model ReaksiDinamik, Tahapan Struktur, Uji Kestabilan Hurwitz, 
Prinsip Maksimal Pontryagin, Pemanenan Optimal 
 
PENDAHULUAN 
Dinamika populasi, termasuk 
populasi yang berkompetisi atau 
mangsa-pemangsa, memainkan peran 
yang penting dalam konsep 
bioekonomik, khususnya dalam 
manajemen sumber daya alam yang 
dapat diperbaharui. Manajemen 
sumber daya tersebut dilakukan 
dengan menggunakan konsep MSY 
(maximum sustainable yield), yang 
merupakan cara praktis untuk 
mengelola sumber daya alam. 
Masalah yang muncul pada konsep 
MSY  adalah tidak relevan secara 
ekonomi, karena konsep ini hanya 
mempertimbangkan penghasilan 
tanpa mempertimbangkan biaya 
operasional dalam usaha eksploitasi. 
Dengan kekurangan konsep MSY 
tersebut, beberapa peneliti 
mengusulkan konsep OSY (optimum 
sustainable yield), yang berdasarkan 
pada biaya eksploitasi untuk 
memaksimalkan keuntungan (profit). 
Model stage-structure pada 
populasi pemangsa merupakan 
pengembangan penelitian mengenai 
model mangsa-pemangsa dengan 
membagi populasi pemangsa 
menjadi dua tahapan berdasarkan 
usia yaitu pemangsa belum dewasa 
 Yuliani, Marwan Sam (2015) 
26 
 
dan pemangsa dewasa. Zhang et al. 
(2000) telah membuat dan 
menyelesaikan suatu formula model 
mangsa-pemangsa dengan stage-
structure untuk mangsa. Hal yang 
sama juga telah dilakukan oleh Kaili 
& Xinyu (2003) dengan 
mempertimbangkan waktu tunda. 
Kemudian, Sun et al (2008) melalui 
penelitiannya menyelesaikan model 
mangsa-pemangsa  stage-structure  
dengan tinjauan terhadap respon 
fungsional dan kebijakan pemanenan 
optimal. Berbeda dengan Kar & 
Chattopadhyay (2010) yang 
meninjau model reaksi dinamik 
dengan stage-structure populasi 
pemangsa dan menunjukkan 
kebijakan pemanenan optimal 
dengan pengaruh pemberian pajak, 
dimana pemanenan dilakukan pada 
populasi mangsa. Nusi (2013) juga 
melakukan hal yang sama, yakni 
dalampenelitiannya 
mempertimbangkan fungsi 
pendapatan dalam mengoptimalkan 
pemanenan pada model reaksi 
dinamik sistem mangsa-pemangsa 
dengan fokus pemanenan dilakukan 
pada populasi pemangsa dewasa. 
Dalam tulisan ini akan dikaji 
model reaksi dinamik sistem 
mangsa-pemangsa dengan tahapan 
struktur dan melibatkan fungsi 
pemanenan pada populasi mangsa 
dan pemangsa dewasa. Di sini akan 
ditentukan lintasan pemanenan 
optimal yang akan memaksimalkan 
nilai sekarang dari fungsi keuntungan 
sertakeuntungan maksimal yang 
diperoleh dari usaha pemanenan 
optimal menggunakan prinsip 
maksimal Pontryagin. Adapun 
manfaat dari penelitian ini yakni 
dapat memberikan manfaat bagi 
pihak-pihak yang berkepentingan 
dalam bidang perikanan, kelautan 
dan ekonomi bahwa melalui model 
matematika dapat dilakukan kegiatan 
pemanenan yang memberikan nilai 
ekonomis yang maksimal dengan 
tetap menjaga keseimbangan 
ekosistem dengan menetapkan 
kebijakan pemanenan yang optimal. 
TINJAUAN PUSTAKA 
Model Mangsa-pemangsa dengan 
Tahapan Struktur 
Model mangsa-pemangsa 
dengan tahapan struktur ditandai 
dengan adanya stage (tahapan) 
berstruktur pada populasi (masing-
masing populasi atau salah satunya) 
yang saling berinteraksi. Pada bagian 
ini, diberikan bentuk model mangsa-
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pemangsa untuk dua populasi dengan 
tahapan struktur pada pemangsa. 
Misalkan: 
        , ukuran populasi mangsa 
pada saat  ; 
        , ukuran populasi 
pemangsa belum dewasa pada saat  ; 
        , ukuran populasi 
pemangsa dewasa pada saat  ; 
Dalam hal ini terdapat tahapan 
struktur pada pemangsa. Maka 
interaksi dalam komunitas dapat 
dimodelkan secara umum menjadi: 
   
  
         (1) 
   
  
          (2) 
   
  
             (3) 
Persamaan (1) menunjukkan 
perubahan atau dinamika populasi 
mangsa yang bergantung pada 
interaksi antara mangsa dan 
pemangsa. Persamaan (2) 
menunjukkan perubahan atau 
dinamika populasi pemangsa yang 
belum dewasa yang hanya 
bergantung pada internal pemangsa 
yang belum dewasa dan pemangsa 
yang dewasa. Persamaan (3) 
menunjukkan perubahan atau 
dinamika populasi pemangsa dewasa 
yang bergantung pada interaksi 
pemangsa dewasa dengan 
mangsanya dan perubahan pemangsa 
yang belum dewasa menjadi dewasa 
terhadap waktu  . 
Titik Ekuilibrium dan Linearisasi 
Misalkan diberikan sistem 
persamaan nonlinear berikut: 
 ̇                   (4) 
dengan         adalah suatu 
fungsi bernilai vektor dalam   dan 
       adalah suatu fungsi mulus 
yang terdefinisi pada sub himpunan 
    . 
Definisi 1 (Perko, 2001) suatu titik 
    
  disebut titik ekuilibrium 
dari (4) jika        .  
Definisi 2 (Hubbard dan West, 1995) 
Misalkan sistem (4) terdiferensialkan 
dan kontinu pada sub himpunan buka 
     dan    titik ekuilibrium dari 
sistem tersebut, maka linearisasi 
sistem tersebut di titik    adalah 
persamaan differensial linear  ̇     
dengan       . dan   adalah 
matriks Jacobi yang dinyatakan 
sebagai berikut: 
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Kestabilan Titik Ekuilibrium 
Melalui metode pelinearan 
model persamaan differensial non 
linear, terbentuk suatu matriks 
Jacobian   yang dievaluasi pada titik 
ekuilibrium yang memiliki 
persamaan karakteristik dengan 
            .  
Definisi 3 (Perko, 2001) Kestabilan 
titik ekuilibrium dapat diketahui 
dengan memperhatikan nilai-nilai 
eigen, yaitu    dimana   
          yang diperoleh dari 
persamaan karakteristik. Suatu titik 
ekuilibrium dikatakan: 
1) stabil jika semua bagian riil dari 
nilai eigen tidak positif; 
2) stabil asimptot jika semua 
bagian riil dari nilai eigen 
bernilai negatif;  
3) tidak stabil jika terdapat bagian 
riil dari nilai eigen yang bernilai 
positif.  
Jika persamaan karakteristik 
yang diperoleh cukup rumit 
untuk mencari akar-akar 
karakteristiknya yaitu nilai eigen 
matriks, maka dapat 
menggunakan uji kestabilan 
Hurwitz. 
 
 
Uji Kestabilan Hurwitz  
Uji kestabilan Hurwitz digunakan 
untuk menentukan kestabilan titik 
ekuilibrium pada suatu sistem model. 
Diberikan persamaan karakteristik: 
        
         
  
         (5) 
dengan                 adalah 
konstanta riil, mempunyai   akar, 
          . Masing-masing akar 
bernilai riil atau mungkin bernilai 
kompleks yang memenuhi 
persamaan (5). Uji kestabilan 
Hurwitz menguji determinan dari 
matriks    yang disebut matriks 
Hurwitz. Entri-entri matriks Hurwitz 
nilainya hanya memuat 
                   . Matriks 
Hurwitz diberikan sebagai berikut. 
           
   (
        
     
)  
   (
            
         
         
+, 
   (
                
             
 
 
    
 
        
        
,, 
sampai matriks   . Di sini nilai    
didefinisikan bernilai   jika   bernilai 
negatif. Semua nilai eigen bernilai 
negatif atau memiliki bagian riil 
negatif jika dan hanya jika 
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determinan dari matriks Hurwitz 
positif. 
Untuk nilai   yang kecil, uji 
kestabilan Hurwitz menyatakan 
bahwa masing-masing matriks 
Hurwitz mempunyai determinan 
dengan nilai positif jika dan hanya 
jika, untuk 
           ; 
              ; 
                             
 ; 
                   
                  
      
   . 
Prinsip Maksimal Pontryagin 
Diberikan suatu model: 
                              
dan            
Fungsi objektif dari keuntungan 
adalah: 
 [ ]  ∫           
 
 
 
Dengan prinsip maksimal Pontryagin 
(1962), masalah kontrol umum untuk 
memaksimalkan fungsi objektif 
adalah: 
 [ ]  ∫  [           ]  
 
 
  
dimana      dipilih dari beberapa 
kontrol   pada       dengan 
persamaan pernyataan: 
       [           ]         
    
Kontrol   harus sedemikian rupa 
sehingga respon      memenuhi 
kondisi batas       , 
Kemudian didefinisikan hamiltonian 
 [                ]
  [           ]
      [           ]  
dimana   adalah fungsi yang tidak 
diketahui disebut variabel adjoin. 
Prinsip maksimum menyatakan 
bahwa jika   adalah kontrol optimal 
dan   bersesuaian dengan respon, 
maka terdapat variabel adjoin   
sedemikian sehingga: 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
Dari kontrol optimal memaksimalkan 
nilai Hamilton untuk semua kontrol 
yang dapat diterima untuk setiap  . 
Jika kontrol optimal berada dalam 
interval kontrol, maka maksimisasi 
dinyatakan sebagai: 
  
  
    
Secara umum, ada tiga fungsi 
yang akan ditentukan, dan tiga 
persamaan yaitu persamaan 
pernyataan, persamaan adjoin dan 
pernyataan maksimisasi yang dapat 
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digunakan untuk proses 
penyelesaian. 
METODE PENELITIAN 
Rancangan Penelitian 
Fokus kajian dalam penelitian 
ini mengenai pemodelan matematika 
yang didasarkan pada fenomena 
bidang perikanan dan kelautan 
berkaitan dengan sistem mangsa-
pemangsa di bidang ekologi. Berikut 
ini tahapan pemikiran penulis, 
dimulai dengan konstruksi model, 
tahapan penyelesaian, hingga 
interpretasi hasil analisis dikerjakan 
berdasarkan tujuan kajian. 
1. Identifikasi masalah adalah 
tahap awal penelitian untuk 
menetapkan fokus permasalahan 
penelitian. 
2. Studi pustaka adalah tahap 
menghimpun informasi yang 
relevan dengan topik atau 
masalah yang akan diteliti. 
a. Kegiatan formulasi model yaitu 
pembentukan model reaksi 
dinamik pada sistem mangsa-
pemangsa dengan tahapan 
struktur pada pemangsa. 
b. Kegiatan menentukan titik 
ekuilibrium sistem model. 
c. Kegiatan menganalisa kestabilan 
titik ekuilibrium pada sistem. 
d. Penentuan kebijakan pemanenan 
optimal melalui  fungsi 
keuntungan untuk memperoleh 
usaha pemanenan optimal. 
e. Simulasi numerik dengan 
menggunakan nilai parameter 
yang sesuai dengan hasil analisis 
kestabilan titik ekuilibrium pada 
sistem dan juga untuk 
menunjukkan kebijakan 
pemanenan optimal. 
Tahapan rencana kerja diakhiri 
dengan tahapan interpretasi 
(penjelasan hasil analisis dan 
simulasi). 
Lokasi Dan Waktu Penelitian 
Penelitian dipusatkan di 
Kampus Universitas Cokroaminoto 
Palopo, khususnya di program studi 
Matematika fakultas sains. Waktu 
penelitian direncanakan berlangsung 
selama 2 bulan, mulai dari awal 
April 2015 hingga awal Juni 2015. 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
Model Populasi Mangsa - 
pemangsa dengan Tahapan 
Struktur  
Model populasi mangsa-
pemangsa dengan tahapan struktur 
padapemangsamerupakan suatu 
model pertumbuhan populasi yang 
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melibatkan tiga populasi, yaitu 
populasi mangsa, populasi pemangsa 
yang dibagi menjadi dua tahapan 
berdasarkan usia yakni populasi 
pemangsa belum dewasa, dan 
populasi pemangsadewasa.  
1) Pada awalnya, diasumsikan 
bahwa populasi mangsa      
memiliki makanan yang tersedia 
di alam atau dengan kata lain, 
pertumbuhan populasi mangsa 
mengacu pada model 
pertumbuhan logistik dengan 
laju kelahiran    dan kapasitas 
batas adalah  . Dalam kasus ini, 
diasumsikan bahwa terjadi 
interaksi antara populasi mangsa 
dengan populasi pemangsa 
dewasa       sehingga laju 
pertumbuhannya berkurang 
dengan    merupakan faktor 
konversi pada interaksi 
pemangsa dewasa dan mangsa. 
2) Populasi kedua yakni populasi 
pemangsa belum dewasa      , 
yang diasumsikan bahwa 
pertumbuhan populasinya pada 
saat  bertambah secara 
proporsional dengan ukuran 
populasi pemangsa dewasa 
dengan konstanta 
proporsionalitas   dan laju 
pertumbuhannya berkurang 
secara proporsional dengan 
ukuran populasi pemangsa 
belum dewasa dalam hal ini 
dinyatakan oleh   . 
3) Populasi pemangsa dewasa 
      untuk    diasumsikan 
memiliki laju pertumbuhan 
berkurang secara proporsional 
dengan ukuran populasi 
pemangsa dewasayang 
dinyatakan oleh   . Selain itu, 
faktor lain yang menyebabkan 
laju pertumbuhan pemangsa 
dewasa berkurang karena 
diasumsikan juga terjadi 
kompetisi intraspesifik antara 
pemangsa dewasa dinyatakan 
oleh    
 . Berdasarkan asumsi 
sebelumnya bahwa terjadi 
interaksi antara mangsa dan 
pemangsa dewasa, menyebabkan 
laju pertumbuhan pemangsa 
dewasa bertambah dengan 
adanya pecahan biomassa dari 
mangsa yang ditambahkan pada 
pemangsa dewasa dinyatakan 
oleh konstanta          . 
Selain itu, laju populasi 
pemangsa dewasa juga 
bertambah dengan adanya   
yakni laju konversi pemangsa 
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yang belum dewasa menjadi 
dewasa. 
Dalam penelitian ini, 
ditambahkan asumsi bahwa 
pemanenan dilakukan pada populasi 
mangsa dan pemangsa dewasa 
dengan parameter   dan   masing-
masing menyatakan koefisien 
ketertangkapan untuk populasi 
mangsa dan populasi pemangsa 
dewasa. Parameter    dan     
masing-masing menyatakan usaha 
(effort) penangkapan yang dikenakan 
pada populasi mangsa dan populasi 
pemangsa dewasa. Dengan demikian, 
model populasi mangsa pemangsa 
yang melibatkan dua populasi 
pemangsa dengan tahapan struktur 
yang ditinjau dinyatakan sebagai 
   
  
     (  
  
 
*        
        
   
  
           (6) 
   
  
                  
    
         
Dengan memisalkan       , 
   
  
 
,           , dan 
          , maka Menurut uji 
kestabilan Hurwitz, persamaan (6) 
memiliki titik interior  
               
(
                 
            
 
                     
             
 
                  
            
) 
stabil asimptotik jika dan hanya jika 
          , dan          . 
Hal ini bermakna  bahwa jika 
diberikan gangguan pada nilai awal 
kurva solusi maka tidak akan 
berpengaruh pada solusi.  
Kebijakan Pemanenan Optimal 
Fungsi objektif dari keuntungan 
diberikan oleh 
  ∫     
 
 
{             
        
      }   
Persamaan Hamilton untuk 
masalah ini diberikan oleh  
      {        
                   }  
  {    (  
  
 
)         
      }    {        }  
  {                  
   
        }, 
dimana                adalah 
variabel adjoin. 
Selanjutnya, syarat perlu untuk 
menjadi optimal bagi variabel-
variabel kontrol adalah 
  
   
   dan 
  
   
  . Dari persamaan Hamilton,  
dengan itu diperoleh 
   
            
   
    
  (7) 
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dan 
   
            
   
    
    (8) 
Sekali lagi, dari persamaan Hamilton 
diperoleh 
  
   
        
   
   [   
     
 
          ]
         
  
   
           
  
   
        
              
   [         
          ] 
Selanjutnya, dari prinsip maksimal 
Pontryagin 
   
  
  
  
   
 atau 
   
  
 
  
   
  , diperoleh 
                   
     
      
      [    
                 ]     
                (9) 
Dari prinsip maksimal Pontryagin 
   
  
  
  
   
 diperoleh 
   
  
         , (10) 
dengan mensubstitusi nilai    
            
   
    
 ke persamaan (10 dan 
dengan faktor integral       sehingga 
   
 
      
(
         
    
)       (11) 
Sekali lagi, dari prinsip maksimal 
Pontryagin, 
   
  
  
  
   
 atau 
   
  
 
  
   
  , diperoleh 
                  
    
      
               
          [         
         ]      . (12) 
Dengan mensubstitusi (7), dan (8) ke 
persamaan (9)diperoleh 
   
 
       
{                
           [          
     ]           
           }  (13) 
Dengan cara yang sama, substitusi 
(7), (8), dan (11) ke persamaan (12), 
sehingga diperoleh 
   
 
            
{      
                  
                        
                
                   [   
          ]}  (14) 
Selanjutnya dengan mensubstitusi 
nilai           
ke dalam persamaan (8) dan (9) 
diperoleh   dan   yang tidak 
bergantung pada          . 
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Kestabilan Titik Ekuilibrium 
Optimal 
Diberikan parameter untuk 
model (4) dengan nilai       , 
       ,          ,      , 
      ,     ,      ,      , 
      ,       ,         
     . Dengan itu diperoleh nilai 
          dan           . 
Demikian pula diberikan nilai 
      ,       ,      dan 
      . Dengan nilai parameter 
tersebut diperoleh titik 
               , dengan     
                        , 
                  
       dan          
              . Titik     
merupakan titik interior jika nilai    
dan    memenuhi 
i)          
ii)                
iii)                
atau dapat dinyatakan dalam bentuk 
gambar berikut.  
 
Gambar 1. Daerah Solusi E1 dan E3
Gambar 1. Daerah solusi   dan 
  . Dari nilai parameter tersebut 
memberikan empat solusi           
yakni 
1)                       
2)                       
3)                         
4)                         
Dari keempat solusi, maka yang 
memenuhi syarat (i), (ii), (iii) dan 
       ,         adalah 
        dan         . 
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Selanjutnya, dengan nilai usaha 
pemanenan optimal         dan 
         diperoleh titik 
               . 
Dengan menggunakan nilai 
parameter sebelumnya, diperoleh 
titik    (          )  
                   serta lintasan 
variabel-variabel adjoin yang optimal 
            
      ,    
                , dan    
                .Lebih lanjut 
diperoleh nilai maksimal fungsi nilai 
sekarang dari keuntungan   
∫         
 
 
                   
Matriks Jacobi yang dievaluasi pada 
titik ekuilibrium 
   (          )  
                   diberikan oleh 
  
 (
                
        
                   
+  
Selanjutnya diperoleh persamaan 
karakteristik yaitu 
                  
          
          
dengan nilai eigen          , 
           dan          . 
Karena semua bagian real dari nilai 
eigen bernilai negative maka titik 
ekuilibrium    (          ) 
dengan nilai usaha pemanenan 
sebesar        dan          
tetap stabil asimptotik. Hal ini 
bermakna bahwa dengan 
mengaplikasikan nilai usaha 
pemanenan sebesar        dan 
         maka populasi mangsa 
dan pemangsa dewasa yang 
dieksploitasi dengan usaha 
pemanenan konstan tetap akan lestari 
untuk waktu yang panjang dan juga 
memberikan  keuntungan maksimal. 
Plot perilaku kurva solusi masing-
masing populasi di sekitar titik 
ekuilibrium dengan nilai awal 
          ,           , 
           dan pemanenan 
optimal sebesar         dan 
          
diberikan pada gambar berikut.
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Gambar 2.Perilaku kurva solusi populasi mangsa 
 
 
Gambar 3. Perilaku kurva solusi populasi pemangsa belum dewasa 
 
 
Gambar 4.Perilaku kurva solusi populasi pemangsa dewasa 
 
KESIMPULAN 
Dengan menggunakan prinsip 
maksimal Pontryagin, diperoleh 
suatu kebijakan pemanenan optimal 
dengan lintasan usaha pemanenan 
optimal yaitu         dan     
     yang memberikan keuntungan 
maksimal sebesar          dan 
titik ekuilibrium     yang tetap 
stabil asimptotik. 
SARAN 
Dalam tulisan ini fokus 
penelitian dilakukan pada model 
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reaksi dinamik system mangsa-
pemangsa dengan tahapan struktur 
pada populasi pemangsa dengan 
asumsi pemanenan dilakukan hanya 
pada populasi mangsa dan pemangsa 
dewasa. Oleh karena itu, penelitian 
berikutnya dapat mengkaji dengan 
menggunakan asumsi lain atau 
penambahan waktu tunda.  
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